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直線近似による数値積分公式とその誤差評価
Numerical Integration F ormulae Approximated by Straight Lines 





Abstract. In the classical integration formulae such as the mensuration by parts， 
the trapezoid rule and the midpoint rule， the curve y=f(x) is approximated by the 
straight lines and hence th巴calculationsare relatively simple 
Th巴mainpurpose ofthis study is to introduce several new integration formulae 
approximated by various straight lines passing th巴pointson the curve y=f(x) 
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2.傾き m の直線による近似積分公式
関数 f(x)は区間 [a，b]上で連続であるとする。 任意の定数 m および任意の XoE [a，b] 
に対し，曲線 y= f(x)を， 点(xo，f(xo) を通り傾き m の直線 y= f(xo) + m(x -xo) 
で近似して得られる近似積分公式を
7 (f) = 1 (xo;m)(f) = r+h {f(xo) + m(x -xo)}政
とする。
y=f(x) 
a xo X 
積分公式 I(f) = I(xo;m)(f) の具体的な形およびその誤差は，次の定理ように表される。
定理 l
E滞い]= [a，a + h]土曜併記言の殿 f(x)Iご対G，
I(f) =恥同小
が成り立つ。
またその誤差を Ey (f) = 1 (f) -I(f) とおくと，在意の f(;吟モc1 に対し
Ey (f) = O(h2) 






















??、 、 ? ?
?， ，????? 、 、? ?，? ?、
，??? ?? ?
一{f(α)h+ !.f'(α)h2+:.f吋α)h3+ ~ f"'(α)h4 +…} 
3! 
= h{f(xo) -f(α) -m(xo一的}十2{m_f'(α)} 
十川十"'(α)h4
ここで更に f(xo)-f(α)をテーラー展開すると
f(xo) -f(α)=fてめい。 -a)+工f吋α)(xo-a)2 + :.1'(α)(xo -a)3 +… 21 
また Xo=α+th (0云t壬1)と置くと， Xo -a = th だから
f(xo)-f(α) = f'(α)th十:.f" (α)(th)2 +工f'''(α)(th)3+… 
2! 
これを Ey(f)に代入すると、
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ヴ l 今 1，_， ，_" 
= {m -f'(α)}(-::-t)hL +C.rL一一)f吋α)hj 十 .
2! 31 
従って，任意の Xo =α+th ， 任意の m および一般の f(x)εc1 に対しては， が の








任意の関数 f(x)εc2 任意の傾き m および任意の十分小さな h に対し，
Xo =α+;hのと明度分公式町)=I(xo;m)のの駒場町00 このとま
I什 h;m)ω=f(α+j肋




l ヴ l ヲ 1，~.. ~ ，. 1 ~ 1 1 l ，~... ~ ，. L1 
EJ(f) = {m -f'(σ) }C -t)hL + C.tL一一)f吋α)hj + C.tj 一一)f川 (α)h斗+...
2 '21 31' " " '3! 4! 
直線近似による積分公式
よつて任惜意の 刈 m に対し h2の項出する
であればよい。 このとき h3 の項は0とはならないので， E-(f)= O(h3) 
注意@










任意の f(x) E C2 ， 任意の十分小さな h および任意の Xo =α+th E [α+α+ h] 
に対し， m=f'(α) のときに 1 (xo;m)(f) の精度は最高となる。 このとき
I(xo;f'(α))ω=内)+f'(α)(α-xo仲 jr附




l 守 l ヴ 1， '^. ，.， 
EJ (f) = {m -f' (α)}( -:-t)hL + C.tL 一一)f吋α)h'+… 2 '21 3! 
よって任意の f(x)，t(O豆t豆1) に対し h2 の項を消去するには
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m-f'(α)=0 すなわち m=f'(α) とすればよい。このとき誤差は
1 ，2 1 
ErCf) = C. t一一)f"(α)h3+.. = O(h3) 
2! 3! 
となる。 一般の t E [aラG十h] に対しては， h3 の項が残るからである。
5. 最良の近似公式




の誤差を最小lこする点 Xo =α+th の値を具体的に決めたい。
積分公式 1(xo;f'(α)(f)の誤差の評価式では， h および h2の項は消去された。
そこで，誤差を更に小さくするため，最初に登場する h3 の係数を 0とする t E [0，1] の値
を求める作業から始め，次の結果を得た。
定理 4.
H皆様 y= f(x)ょの広 (xo，f(xo) (xo E [a，α+ h])を遁玖演さ m の屋;療で













l ヴ 1，~..， ， 1 ，1 1 1 ，~. .•. .， A = (~tL 一一)f"(α)h O + C.to一一)f'"(α)h4 
21 31' " ，. '3! 4! 
より h3 の項を消すためには， L2-1=O すなわち が -1= 0 で ，t =λ と
21 3! V 3 










任意の点XoE [a，α+ h]に対しヲ 点(xo，f(xo) を通る接線で y = f(x) を近似して
得られる近似積分公式を
1'(f) = I'(xo;f'(xo))(f) 
で表す。
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接線は Xo=α+th(O壬t三1) とすると
y=f(α+th)+f'(α+ th)(x -a -th) 
となり， 1'(f) を xo，f'(xo)，f(xo) を用いて具体的に表すと次の定理が得られる。
定理 5.
1'(f) = 1'(xo;f'(xo))(f) 
=fりo)h+jrM(α一町山2}
=f川 )h+jfMM+W
で東芝 Ef'(f)= 1'(f)-1(f) f;t 




= f(α+ th)[X]:+h + 1'(α +th)[~X2]:+h ー f'(a+ th)(α+ th)[X]:+h 
2 
=h{f(α+的)-f'(α+th)(α+fh)}+lff(α+th)(2ah + h2) 
2 
ここでテーラー展開を用いると、
= h[f(α)+ f'(α)th+lfH(α)(th)2 + !.f"'(α)(th)3 +… 
2! 
一(α+th){f' (α) + f" (α)th +土/川(α)(th)2+ !.f(4)(α)(th)3 +・・}]
21 v " " 3! 






=f(α)h+ !.f'(α)h2 + :.f吋α)h3+:.f"'(α)h4 +… 
3! 
従って誤差Er(f)は
Er (f) = l' (f) -1(f) 











とすればよい。 この場合 tは虚数となり O 孟 t~l に反する。
以上より Xo=α+th をどのように選んでも， h3の項を消去することはできない。
従って誤差は




傾きが定数 m ではなく，x。の関数 m(xo)である場合に拡張し，より精度を高める議論が
次に必要であるが，上の定理は，自然に考えられるその特別な場合で， m(xo) = f'(xo) と置いて
得られた結果である。 一般の場合については，次の機会に報告したい。
23 














[9] I.Higuchi， Recurtion formulas of num巴ricalintegration based on the values at random abscissasラ
ポテン、ンャル論研究集会講演集，於愛知工業大学， 52-59， 2000. 
[10] I.higuchi， On the convergence of approximation solutions of non-linear equation f(x)=O for f(x) in C 1_ 
class. 
[11] F目B.Hildebrand，Introduction to numerical analysis， MacGraw-Hill， 1974 
[12] R.KressラNumericalanalysis， SpringeトVerlag，1998. 
[13] A.Ralston佃 dP.Rabinowitz， A first course in numerical analysis、MacGraw-Hill，1986.
[14] J.Stoer and R.Bulirsch， Introduction to numerical担 alysis，Springer-Verlag， 1996 
(受理平成14年3月19日)
